Analiza Algorytméw - Wyktad 6

1 Funkcje tworzace

"Funkcja tworzaca to sznur do bielizny, na ktérym wieszamy ciag liczbowy"
- H.S. Wilf (1989)

1.1 Funkcje tworzace - definicja i podstawowe wlasnoSci

Niniejszy wyklad po$wiecony jest funkcjom tworzacym, ktére stanowia bardzo
wygodne narzedzie, stuzace do dziatan na ciggach liczbowych. Idea wykorzysta-
nia funkcji tworzacych jest nastepujaca: chcemy z kazdym ciagiem liczbowym,
zwiazaé pewna funkcje tak, aby podstawowe operacje na ciagach odpowiadaty
prostym operacjom na zwigzanych z nimi funkcjach. Nie trzeba chyba nikogo
przekonywaé, ze o wiele latwiej jest dziala¢ na pojedynczym obiekcie jakim
jest funkcja (zmiennej rzeczywistej lub zespolonej) niz operowaé¢ na ciagach
zlozonych z wielu elementéw. Zwlaszcza, ze analityczne metody dzialania na
funkcjach zmiennej rzeczywistej lub zespolonej sa czesto o wiele prostsze i sil-
niejsze niz metody kombinatoryczne dzialajace bezposrednio na ciagach. Wobec
tego bedziemy przyporzadkowywaé ciagowi funkcje wedtug ponizszej definicji:

Defincja 1. Niech dany bedzie ciag liczbowy ag,ar, ..., an,.... Funkcje

Az) = Z apz"
k=0

nazywamy (zwyczajng) funkcjq tworzacq ciggu {an tnen-

Funkcje tworzace znajduja szerokie zastosowanie w analizie algorytmoéw,
szczegdlnie przy wyznaczaniu wartoSci skomplikowanych sum i jawnych wzoréw
dla ciagéw zdefiniowanych za pomoca rekursji. Na uwage zastuguje fakt, iz
metoda wyznaczania rozwigzan rekurencji oparta na funkcjach tworzacych moze
by¢ wykorzystana zaréwno w przypadku do$é¢ prostych rekurencji pierwszego
rzedu, czy tez liniowych rekurencji wyzszych rzedéw ze stalymi wspoélczyn-
nikami, jak i dla nieliniowych rekurencji, w ktérych nastepny wyraz zalezy od
wszystkich poprzednich (tzw. rekurencje z pelng historia). W tych przypadkach
trudno sobie wyobrazi¢ wyznaczenie rozwiazania bez uzycia funkcji tworzacych,
gdyz zastosowanie na przyklad metody iteracyjnej prowadzi do bardzo skomp-
likowanych wyrazeni, zaé metoda podstawiania wymaga duzego do$wiadczenia,



aby znalez¢ potencjalne rozwiazanie. Wazne jest réwniez, ze schemat uzyskiwa-
nia rozwigzan rekurencji za pomoca funkcji tworzacy jest zawsze taki sam, nieza-
leznie od postaci rekursji - zawsze dazymy do tego, by znalez¢ funkcje tworzaca
ciagu danego rekurencyjnie. Pewne trudnoSci pojawiaja sie dopiero wowczas,
gdy wyznaczamy jawny wzor ciagu reprezentowanego przez otrzymang funkcje,
gdyz wymaga to umiejetnosci poszukiwania funkcji tworzacych podstawowych
przyktady elementarnych funkcji tworza-

ciagéw. Warto tez mie¢ "pod reka"
cych. Kilka z nich podajemy ponizej:

Ciag {an}nen Funkcja tworzaca Y. axz”
E=0
1,1,...,1, ... — = 2"
n>0
0,1,2,3,4,...,n,... 2 =) nz"
(1-2) n>1
0,.,0,1, M+1,... (M), =Y P
(1-2) n>M
M M
1, M, (2) (N> M1 1+2)M =% (%) 2"
n>0
M+2 M+3 M
1,M+1,< 2),(3 > — Z(%)Zn
n>0
1,0,1,0,.,1,0, .. =3
n>0
1,c,c?, ..., c", = lgoc"z”
1717%7 7#7 ezzz%
N>0
1 1 1
0,1,5,...,;,... h’ll z: ZZT
n>1
0,1,143,1+5+3,...Hn, .. —In— = ) H,2"
n>1
T 1T T T 1 z T — D
0,0,1,3(3+3).4(G+3+71), | gt = ngon(Hn —1)z

Patrzac na defincje funkcji tworzacej pojawia sie pytanie o zbiezno$¢ rozpa-
trywanego szeregu. Oczywiscie w wielu ksiazkach dotyczacych analizy matem-
atycznej mozna znalezé szeroko oméwiona teorie szeregéw potegowych. Dla
wygody czytelnika, na konicu tego wyktadu zostana podane podstawowe infor-
macje dotyczace szeregéw potegowych i rozwijania funkcji w szereg Maclau-
rina. Zauwazmy jeszcze, ze jeSli tylko potrafimy znalezé rozwiniecie funkcji
w szerg potegowy, to odkrywamy funkcje tworzaca ciagu wspétczynnikéw tego
rozwiniecia. (Nie nalezy jednak wpadaé¢ w szpony przerazenia, ze jest to zawsze
jedyna metoda postepowania.) Pokazemy, ze w wielu przypadkach wystarczy
znajomo$¢ wlasnosci szeregu potegowego i podstawowych operacji na funkcjach
tworzacych, o ktérych méwi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech dane bedg dwa ciagi {an},,cy oraz {b,},cy reprezen-
towane przez, odpowiednio, A(z) = > apz" oraz B(z) = > byz".

n>0

n>0

Nastepujace operacje generuja funkcje tworzorzace reprezentujace ponizsze



ciagi

1. sumowanie:

A(z)+ B(z) = Z (an + bp) 2"

jest funkcja tworzaca dla ciagu
aO + b07 a]. + b17 ce an + bn;

2. przesuniecie w prawo:

zA(z) = Z an—12"

jest funkcja tworzaca dla ciagu
0, AQy ALy eeey Apy—71 4 ven

3. przesuniecie w lewo:

A —
A 0 5

n>0
jest funkcja tworzaca dla ciagu
A1,A2, ey Ap41y -t

4. mnozenie przez indeks (rézniczkowanie):

A(2) = 31+ Dansa"

n>0
jest funkcja tworzaca dla ciagu

ai,2az, ..., (n 4+ )anpt1, ...

5. dzielenie przez indeks (catkowanie):

jest funkcja tworzaca dla ciagu

0 ay Qp—1
s Ay "y ey g oes
2 n




6. skalowanie:

A(Xz) = Z Aapz"

n>0

eSt funkC a tW()IZaCa dla Clagu
)\ )\2 2 )\ '
CL()7 a 5 a g eeey an,...

7. réznica:

jest funkcja tworzaca dla ciagu
A, A1 — GQy ey Ay — Ap—1y .-+
8. mnozenie(splot)
AR)BGE) => | > arbpi | 2"
n>0 \0<k<n

jest funkcja tworzaca dla ciagu

aobo, a1bg + agb, ..., E apbn—_k, ...
0<k<n

9. sumy czedciowe:

A(z
(1(1)22 Z ax | 2"

n>0 \0<k<n
jest funkcja tworzaca dla ciagu

ap,ap +ai,ap + a1 +asg, ..., E Ay .-
0<k<n

Dowéd: Poniewaz wickszos¢ tych operacji mozna zweryfikowaé poprzez
proste rachunki dowodzi¢ bedziemy jedynie dwéch ostatnich réwnosci. W tym
celu obliczmy

A(2)B(z) = Zaiziijzj = Z aibjzti

>0 j>0 i,5>0

co po zgrupowaniu i uporzadkowaniu wspolczynnikéw przy z w tej samej potedze
daje zadang réwno$¢. Aby udowodni¢ wlasno$¢ 9. wystarczy polozyé B(z) =
rlz), ktoéra jest funkcja tworzaca ciagu {1,1,...1,...} i zastosowa¢ punkt 8. W

Jak wida¢ w powyzszym twierdzeniu nie pojawily sie ani zalozenia doty-
czace funkcji (nawet tam, gdzie méwimy o rézniczkowaniu, czy catkowaniu) ani



zbiezno$ci samych szergéw. Kazdy matematyk zadrzy z przerazenia widzac takie
sformulowania, zatem musimy sie usprawiedliwi¢, dlaczego operacje na funke-
jach tworzacych sprowadzamy do czysto formalnych przeksztalcenn odpowiednich
wzoréw, nie martwiac sie, czy mozemy je wykona¢. Warto jednak pamietac, ze

- po pierwsze, jesli szreg > a,2" bedzie rozbiezny dla kazdego z # 0, to
n>0

mozemy rozwazy¢ szereg A(z) = Y. “2", operujac tzw. wykladnicza funkcja
n>0

tworzaca oméwiong ponizej;

-po drugie "nie zawsze warto martwicé sie zbieznodciq szerequ, poniewaz w is-
tocie badamy jedynie mozliwe podejscia do rozwiazania problemu. Jesli w jakikol-
wiek sposdb odkryjemy rozwiazanie, to mozemy je péziniej nalezycie potwierdzic¢"
(D.E. Knuth, "Sztuka programowania" tom 1).

Przyklad. Pokazemy, ze funkcja tworzaca ciggu liczb harmonicznych { H,, }
ma nastepujaca postac

neN

1 1
| = H,z".
1—zn1—z ; n?

Istotnie, wiemy, ze funkcja tworzaca ciagu {1,1,1,...,1,...} jest

B(z) ::1—;: ZZN.

N>0
Catkujac (whasno$¢ 5) obie strony réwnosci 1:2 = Y 2N mamy
N30
A(z) :=—In(1-2) = Z L P
' n+1 '

n>0

Korzystajac teraz z punktu 9. dla funkcji A otrzymujemy

1 1 1 .
1—zln1—z:Z Z p z”:ZHn,/.

n>1 \1<k<n n>1

(Zauwazmy, ze dla kazdego z € (—1,1) wszystkie powyzsze szeregi sa zbiezne
bezwzglednie, a ponadto w kazdym przedziale domknietym < a,b >C (—1,1)
sa one réwniez zbiezne jednostajnie.)

1.2 Rozwiazywanie rekurencji za pomoca funkcji tworza-
cych

Rozpoczniemy od prostego przykladu, ktéry pozwoli nam wyjaéni¢ ogdlna idee
wykorzystania funkcji tworzacych do wyznaczania jawnych wzoréw ciagéw danych
rekurencyjnie, bez koniecznoéci rozstrzygania skomplikowanych probleméw rachun-
kowych. Identyczny schemat zastosujemy dla rekurencji liniowych wyzszych



rzedéw (twierdzenie 3) oraz rekurencji nieliniowych z pelna historia (wyklad 8

Przyklad. Rozwiaza¢ rekurencje
O = Qp_1 + 1 (1)

dlan>1zay=0.
Dla kazdego n > 1 pomnézmy obie strony wzoru (1) przez z". Otrzymujemy
wowczas cigg réwnosci

an2" = an_12" + 2",

ktéry wysumujemy po wszystkich n > 1 :

E anz":E an,lz"—i—g 2"

n>1 n>1 n>1
Polézmy A(z) = . anz™. Zatem
n>0

z

A(2) = zA(2) + T

Funkcja tworzaca szukanego ciagu spelnia powyzsza réwnoé¢, ktéra pozwala

wyznaczy¢ A(z)
z

(1-2)*

Poniewaz o _ZZ)2 = Y nz" (patrz przyklady elementarnych funkcji tworzacych
n>1

zamieszczone powyzej), mamy a, = n dlan > 0.

Az) =

Twierdzenie 3. Jezeli {a,},cy spetnia rekurencye
Ap = T10p—1 + ToQp—9 + ... + TGyt dla n >t

wowcezas funkeja tworzaca a(z) = Y anz™ jest postaci

n>0
f(z)
a(z) = =%,
B=5
gdzie
g(z) =1—m12— T2z — ... —x42,

natomiast f jest wielomianem zdeterminowanym przez wartosci poczatkowe
WYrazow ciqgu ag, ..., Ar—1.

Dowéd: Przeprowadzimy rozumowanie analogiczne do zaprezentowanego
w przykladzie, tj. pomnozymy obie strony rekurencji przez z" i zsumujemy
otrzymany ciag réwnosci dla n > t. Uzyskujemy wéwczas

g anz" =11 g ap_12" + xy E ap—22" + ... + 1 E an—t2".

n>t n>t n>t n>t



Zauwazmy, ze lewa strona réwnosci jest réznica funkcji a(z) oraz pewnego wielo-
mianu ug zdeterminowanego przez warunki poczatkowe:

Zanzn = a(z) — up(z),

n>t

gdzie

uo(2) := (ag + a1z + as2® + ... + a;_12'71).

Dalej: pierwszy skladnik po prawej stronie réwnosci jest réwny x1za(z) odjaé

odpowiedni wielomian

T1 Z ap—12" = x120(2) —u1(2),

n>t
gdzie
u1(2) := z12(a0 + a1z + a22® + ... + as_22'72).

itd. Stad mamy
a(z) — ug(z) = (z120(2) — u1(2)) + ... + (212" a(2) — w(2)) + ze2'a(z),

gdzie wspétezynniki kazdego z wielomianéw ug zaleza od warunkéw poczatkowych
za$ stopien nie przekracza t — 1. Otrzymaliémy w ten sposéb réwnanie liniowe
wzgledem a(z). Przeksztalcajac je mamy

2

a(z) (1 =212 —m22” — . — @2") = wo(z) —wa(2) — ... — w—1(2)

i dalej

z f dana nastepujaco
f(z) =up(z) —ui(z) — ... —u_1(2).

Wsp6lezynniki w wielomianie f zalezg tylko od warunkéw poczatkowych, a jego
stopien jest nie przekracza ¢t — 1. B

Uwaga: Powyzsza ogdlna posta¢ pozwala uzyska¢ alternatywne sformutowanie
zaleznosci f od warunkéw poczatkowych. Zauwazmy, ze z relacji f(z) = a(z)g(z)
i faktu, iz stopien f jest mniejszy niz ¢ wynika nastepujaca réwnosé

f(z)=g(z) > anz™ mod 2.

0<n<t

Pozwala to skréci¢ proces wyznaczania wspélczynnikéw wielomianu f, co daje
szybki sposéb wyznaczania dokltadnego rozwigzania rekurencji.



1.3 Wykladnicze funkcje tworzace

(Osoby mniej zainteresowane matematyka moga pominaé¢ te czes¢ wykladu.)
W wielu ksiazkach po§wieconych algorytmom i strukturom danych znajdziemy
rozdzial lub chociaz paragraf po$wiecony analizie algorytméw. Tam wprowadzane
sa funkcje tworzace okreslone tak jak w definicji 1. W literaturze po$wieconej
analizie algorytméw (np. R. Sedgewick & P. Flajolet, "An Introduction to the
Analysis of Algorithms") autorzy funkcje dang definicja 1 nazywaja zwycza-
jna funkcja tworzaca w odrézneniu od wykladniczych funkcji tworza-
cych, ktérych wspélczynniki zawieraja charakterystyczny element # (wspom-
inaliSmy o min wcze$niej, przy dyskusji dotyczacej zbieznosci szeregéw opisu-
jacych funkcje). Oczywiscie w kazdym z tych przypadkéw mozemy pominaé
przymiotniki okre§lajace rodzaj funkcji tworzacej i postugiwaé sie twierdzeniem
2 dokonujac jakichkolwiek operacji na tych funkcjach. Dlaczego wiec kolejna
definicja i porcja wzoréw? Odpowiez jest nastepujaca: warto mie¢ gotowe
schematy postepowania jesli okaze sie, ze ze wzgledu na brak zbieznosci sz-
oo

k

eregu Y apz" nie mozemy dokonywaé pewnych przeksztalcen, a badajac szereg

k=0

[ee]
a k . . . . a . P z
kZO 2% dostajemy informacje o ciggu {Tff} nie za$ o {an},cy, ktérym

neN

jeste$my zainteresowani. Oczywiscie mozna te informacje wydoby¢ poprzez do-
datkowe rachunki. Wobec tego jesli komu$ one nie przeszkadzaja moze spoko-
jnie pomina¢ ten rozdzial. Tym, ktérzy lubia mie¢ "pod reka" gotowe wzory i
schematy dziatania proponujemy zapoznanie sie z ta czeScia wykladu.

Definicja 4. Niech dany bedzie ciag liczb ag, a1, ..., an,.... Funkcje

Az) = Z Uk
k=0 ’

nazywamy wyktadniczq funkcjq tworzacq ciagu {ap}.

Przyklady. Podamy teraz przyklady elementarnych wyktadniczych funkcji
tworzacych



[e9)
Ciag {an}tnen Wykladnicza funkcja tworzaca Y. %k z*
k=0
1,1, = &
n>0
— —
0,1,2,3,4,...,7’1,7... ze 7,”;1 -('n—l)!
5 12 - 1 2"
0,0,1,3,6,10, ..., (2) e =1 Y oy
n>2
n n
0,...,0,1,M+1,...,<M>,... zieMer =3 > T
n>M
_ 14+(=1)" 2"
1,0,1,0,...,1,0, .. Ler e )=y HCIT20
n>0
1767 027 7CN7 e” = -
,go n!
1 1 -1
07 17 29 1l € z ng() (nz+l)'
1 !
1,2,6,24, .7n!,.. iz = ;0 n,,f!
n>

Twierdzenie 5. Niech dane bedg dwa ciagi {a, },,cy oraz {by}, c y i odpowiada-

jace im funkcje A(z) = > an% oraz B(z) = Y bn%. Nastepujace oper-
n>0 n>0
acje generuja wykltadnicze funkcje tworzace reprezentujace ponizsze ciagi

1. sumowanie:

A(z)+B(z) = (an+bn) 2"

n>0

jest funkcja tworzaca dla ciggu
aO + b07 al + b17 ) an + bn;
2. przesuniecie w prawo (catkowanie):
z
z'n
/A(t)dt = Za"—lﬁ
0 n>1
jest funkcja tworzaca dla ciagu
0, AQy ALy eeey App—1 4 «ee
3. przesuniecie w lewo (rézniczkowanie):
! zn
A (Z) = Z an_HH
n>0

jest funkcja tworzaca ciagu

A1,A2y .oy An 1y -



4. mnozenie przez indeks:

Z’I’L
zA(z) = Z nan_lm

jest funkcja tworzaca ciagu
0, aop, 2(11, ey NAp—1, ...

5. dzielenie przez indeks:

A(z) —ao _ Z ang1 2"
z n+1n!
n>1

jest funkcja tworzaca ciagu
6. réznica:

jest funkcja tworzaca ciaggu
a1 — QAQy «-oy An41 — Apy ...

7. splot (mnozenie):

jest funkcja tworzaca ciagu

agbo,a1b0 + aobl, ceny Z <’I’L) akbn,k,

8. sumy czedciowe:

cA) =Y | ¥ (Z)ak =

n>0 \0<k<n
jest funkcja tworzaca ciagu
n
aop, ap + a, ..., E k Af,y ...
0<k<n

Dowéd wlasnosci 7. Korzystajac z odpowiedniej wlasnosci dla zwycza-
jnych funkcji tworzacych (twierdzenie 2 p.8) mamy

ap  bp— n n 2"
A2)B(z) =Y ﬁFJi)' 2= Y <k)akbnk -

n>0 \0<k<n n>0 \0<k<n

10



1.4 Liczby i wielomiany Bernoulli’ego

Definicja 6. Liczby B;, i € N, majace te wlasnosé, ze ciag {%}ZEN generuje
funkcje tworzacq z/(e® — 1) nazywamy liczbami Bernoulli’ego.

(We wspomnianej wcze$niej ksiazce "An Introduction to the Analysis of
Algorithms" B; definiowane sa jako wyrazy ciagu generujacego wykladnicza
funkcje tworzaca, poniewaz jednak niektére osoby mogly pomina¢ poprzedni
rozdzial, w tej szeéci bedziemy postugiwaé sie informacjami zawartymi w rozdziale

1)

Aby wyznaczy¢ liczby Bernoulli’ego skorzystamy z rozwiniecia

[ J—
€ *Z 4!
i=0
i nastepujacej réwnosci
By o, By 5 Bs s, Bs 5
z(Bo+Blz+Tz +§z +EZ +ﬁz + ...

2! 3! 4] 5!

Przez poréwnanie wspélczynnikéw otrzymujemy:

1 1 1 1
. <z+ —22+—z3+—z4+—25+...> .

1 1
By=1B1=~3B2=%...

Jak pokazemy w nastepnym wykladzie w wielu zastosowaniach mozna sie zad-
owoli¢ kilkoma pierwszymi liczbami B;.

Definicja 7. Wielomiany postaci

m
Bm(a:) _ (TZ) kam—k
k=0

nazywamy wielomianami Bernoulli’ego.
Stwierdzenie 8. Cigg {B,(x)/m!}men generuje nastepujacq funkcje tworzgceq

m
z

S 2 s
ZBk(x)m! _ezfle .
k=0

Dowdéd: Istotnie, korzystajac z twierdzenia 2 (punkt 8.) lub z twierdzenia
5 (punkt 7.), otrzymujemy

ZBk(x)i': => [Z <7Z> kam—’f] ' = A(2)B(z)
k=0 m=0 k=0



dla

o

Az) =) Bm%": =

m=0

z
er —1

oraz

Stad uzyskujemy zadana réwno$c.

Stwierdzenie 9. Z definicji liczb i wielomianéw Bernoulli’ego wynikaja nastepu-
jace fakty

1. Dla kazdego m > 1
Bl () = mBy,—1(x).

2. Dla wszystkich nieparzystych liczb naturalnych m > 3: B, = 0.
3. Dla kazdego m > 1:

Bm(o) = Bm(l) = Bm-

Dowéd: Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi - Zadanie 5. B
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