
Analiza Algorytmów - Wykład 6

1 Funkcje tworzące

"Funkcja tworząca to sznur do bielizny, na którym wieszamy ciąg liczbowy"
- H.S. Wilf (1989)

1.1 Funkcje tworzące - definicja i podstawowe własnósci

Niniejszy wykład póswięcony jest funkcjom tworzącym, które stanowią bardzo
wygodne narzędzie, służące do działań na ciągach liczbowych. Idea wykorzysta-
nia funkcji tworzących jest następująca: chcemy z każdym ciągiem liczbowym,
związác pewną funkcję tak, aby podstawowe operacje na ciągach odpowiadały
prostym operacjom na związanych z nimi funkcjach. Nie trzeba chyba nikogo
przekonywać, że o wiele łatwiej jest działać na pojedynczym obiekcie jakim
jest funkcja (zmiennej rzeczywistej lub zespolonej) niż operowác na ciągach
złożonych z wielu elementów. Zwłaszcza, że analityczne metody działania na
funkcjach zmiennej rzeczywistej lub zespolonej są często o wiele prostsze i sil-
niejsze niż metody kombinatoryczne działające bezpósrednio na ciągach. Wobec
tego będziemy przyporządkowywác ciągowi funkcję według poniższej definicji:

Defincja 1. Niech dany będzie ciąg liczbowy a0, a1, ..., an,.... Funkcję

A(z) =
∞X
k=0

akz
k

nazywamy (zwyczajną) funkcją tworzącą ciągu {an}n∈N .
Funkcje tworzące znajdują szerokie zastosowanie w analizie algorytmów,

szczególnie przy wyznaczaniu wartósci skomplikowanych sum i jawnych wzorów
dla ciągów zdefiniowanych za pomocą rekursji. Na uwagę zasługuje fakt, iż
metoda wyznaczania rozwiązań rekurencji oparta na funkcjach tworzących może
býc wykorzystana zarówno w przypadku dóśc prostych rekurencji pierwszego
rzędu, czy też liniowych rekurencji wyższych rzędów ze stałymi współczyn-
nikami, jak i dla nieliniowych rekurencji, w których następny wyraz zależy od
wszystkich poprzednich (tzw. rekurencje z pełną historią). W tych przypadkach
trudno sobie wyobrazíc wyznaczenie rozwiązania bez użycia funkcji tworzących,
gdyż zastosowanie na przykład metody iteracyjnej prowadzi do bardzo skomp-
likowanych wyrażeń, zás metoda podstawiania wymaga dużego dóswiadczenia,
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aby znaléźc potencjalne rozwiązanie. Ważne jest również, że schemat uzyskiwa-
nia rozwiązań rekurencji za pomocą funkcji tworzący jest zawsze taki sam, nieza-
leżnie od postaci rekursji - zawsze dążymy do tego, by znaléźc funkcję tworzącą
ciągu danego rekurencyjnie. Pewne trudnósci pojawiają się dopiero wówczas,
gdy wyznaczamy jawny wzór ciągu reprezentowanego przez otrzymaną funkcję,
gdyż wymaga to umiejętnósci poszukiwania funkcji tworzących podstawowych
ciągów. Warto też miéc "pod ręką" przykłady elementarnych funkcji tworzą-
cych. Kilka z nich podajemy poniżej:

Ciąg {an}n∈N Funkcja tworząca
∞P
k=0

akz
k

1, 1, ..., 1, ... 1
1−z =

P
n≥0

zn

0, 1, 2, 3, 4, ..., n, ... z
(1−z)2 =

P
n≥1

nzn

0, ..., 0, 1,M + 1, ...,

µ
n
M

¶
, ... zM

(1−z)M+1 =
P
n≥M

µ
n
M

¶
zn

1,M,

µ
M
2

¶
, ...,

µ
M
N

¶
, ...,M, 1 (1 + z)M =

P
n≥0

³
M
n
´
zn

1,M + 1,

µ
M+2
2

¶
,

µ
M+3
3

¶
, ... 1

(1−z)M+1 =
P
n≥0

³
n+M
n
´
zn

1, 0, 1, 0, ..., 1, 0, ... 1
1−z2 =

P
n≥0

z2n

1, c, c2, ..., cn, ... 1
1−cz =

P
n≥0

cnzn

1, 1, 12! , ...,
1
n! , ... ez =

P
N≥0

zN

N!

0, 1, 12 , ...,
1
n , ... ln 1

1−z =
P
n≥1

zN

n

0, 1, 1 + 12 , 1 +
1
2 +

1
3 , ...,Hn, ...

1
1−z ln

1
1−z =

P
n≥1

Hnz
n

0, 0, 1, 3
¡
1
2 +

1
3

¢
, 4
¡
1
2 +

1
3 +

1
4

¢
, ... z

(1−z)2 ln
1
1−z =

P
n≥0

n(Hn − 1)zn

Patrząc na defincję funkcji tworzącej pojawia się pytanie o zbieżnóśc rozpa-
trywanego szeregu. Oczywíscie w wielu książkach dotyczących analizy matem-
atycznej można znaléźc szeroko omówioną teorię szeregów potęgowych. Dla
wygody czytelnika, na końcu tego wykładu zostaną podane podstawowe infor-
macje dotyczące szeregów potęgowych i rozwijania funkcji w szereg Maclau-
rina. Zauważmy jeszcze, że jésli tylko potrafimy znaléźc rozwinięcie funkcji
w szerg potęgowy, to odkrywamy funkcję tworzącą ciągu współczynników tego
rozwinięcia. (Nie należy jednak wpadać w szpony przerażenia, że jest to zawsze
jedyna metoda postępowania.) Pokażemy, że w wielu przypadkach wystarczy
znajomóśc własnósci szeregu potęgowego i podstawowych operacji na funkcjach
tworzących, o których mówi poniższe twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech dane będą dwa ciągi {an}n∈N oraz {bn}n∈N reprezen-
towane przez, odpowiednio, A(z) =

P
n≥0

anz
n oraz B(z) =

P
n≥0

bnz
n.

Następujące operacje generują funkcje tworzorzące reprezentujące poniższe
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ciągi

1. sumowanie:
A(z) +B(z) =

X
n≥0
(an + bn) z

n

jest funkcją tworzącą dla ciągu

a0 + b0, a1 + b1, ..., an + bn, ...

2. przesunięcie w prawo:

zA(z) =
X
n≥1

an−1zn

jest funkcją tworzącą dla ciągu

0, a0, a1, ..., an−1, ...

3. przesunięcie w lewo:

A(z)− a0
z

=
X
n≥0

an+1z
n

jest funkcją tworzącą dla ciągu

a1, a2, ..., an+1, ...

4. mnożenie przez indeks (różniczkowanie):

A0(z) =
X
n≥0
(n+ 1)an+1z

n

jest funkcją tworzącą dla ciągu

a1, 2a2, ..., (n+ 1)an+1, ...

5. dzielenie przez indeks (całkowanie):

zZ
0

A(t)dt =
X
n≥1

an−1
n

zn

jest funkcją tworzącą dla ciągu

0, a0,
a1
2
, ...,

an−1
n

, ...
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6. skalowanie:
A(λz) =

X
n≥0

λnanz
n

jest funkcją tworzącą dla ciągu

a0, λa1, λ
2a2, ..., λ

nan, ...

7. różnica:
(1− z)A(z) = a0 +

X
n≥1
(an − an−1) zn

jest funkcją tworzącą dla ciągu

a0, a1 − a0, ..., an − an−1, ...

8. mnożenie(splot)

A(z)B(z) =
X
n≥0

 X
0≤k≤n

akbn−k

 zn

jest funkcją tworzącą dla ciągu

a0b0, a1b0 + a0b1, ...,
X
0≤k≤n

akbn−k, ...

9. sumy czę́sciowe:

A(z)

(1− z)
=
X
n≥0

 X
0≤k≤n

ak

 zn

jest funkcją tworzącą dla ciągu

a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, ...,
X
0≤k≤n

ak, ....

Dowód: Ponieważ większóśc tych operacji można zweryfikować poprzez
proste rachunki dowodzíc będziemy jedynie dwóch ostatnich równósci. W tym
celu obliczmy

A(z)B(z) =
X
i≥0

aiz
i
X
j≥0

bjz
j =

X
i,j≥0

aibjz
i+j

co po zgrupowaniu i uporządkowaniu współczynników przy z w tej samej potędze
daje żądaną równóśc. Aby udowodníc własnóśc 9. wystarczy położýc B(z) =
1

(1−z) , która jest funkcją tworzącą ciągu {1, 1, ...1, ...} i zastosować punkt 8. ¥
Jak widać w powyższym twierdzeniu nie pojawiły się ani założenia doty-

czące funkcji (nawet tam, gdzie mówimy o różniczkowaniu, czy całkowaniu) ani
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zbieżnósci samych szergów. Każdy matematyk zadrży z przerażenia widząc takie
sformułowania, zatem musimy się usprawiedliwíc, dlaczego operacje na funkc-
jach tworzących sprowadzamy do czysto formalnych przekształceń odpowiednich
wzorów, nie martwiąc się, czy możemy je wykonác. Warto jednak pamiętác, że

- po pierwsze, jésli szreg
P
n≥0

anz
n będzie rozbieżny dla każdego z 6= 0, to

możemy rozważýc szereg A(z) =
P
n≥0

an
n! z

n, operując tzw. wykładniczą funkcją

tworzącą omówioną poniżej;
-po drugie "nie zawsze warto martwić się zbieżnóscią szeregu, ponieważ w is-

tocie badamy jedynie możliwe podej́scia do rozwiązania problemu. Jésli w jakikol-
wiek sposób odkryjemy rozwiązanie, to możemy je później należycie potwierdzić"
(D.E. Knuth, "Sztuka programowania" tom 1).

Przykład. Pokażemy, że funkcja tworząca ciągu liczb harmonicznych {Hn}n∈N
ma następującą postác

1

1− z
ln

1

1− z
=
X
n≥1

Hnz
n.

Istotnie, wiemy, że funkcją tworzącą ciągu {1, 1, 1, ..., 1, ...} jest

B(z) :=
1

1− z
=
X
N≥0

zN .

Całkując (własnóśc 5) obie strony równósci 1
1−z =

P
N≥0

zN mamy

A(z) := − ln(1− z) =
X
n≥0

1

n+ 1
zn+1.

Korzystając teraz z punktu 9. dla funkcji A otrzymujemy

1

1− z
ln

1

1− z
=
X
n≥1

 X
1≤k≤n

1

k

 zn =
X
n≥1

Hnz
n.

(Zauważmy, że dla każdego z ∈ (−1, 1) wszystkie powyższe szeregi są zbieżne
bezwzględnie, a ponadto w każdym przedziale domkniętym < a, b >⊂ (−1, 1)
są one również zbieżne jednostajnie.)

1.2 Rozwiązywanie rekurencji za pomocą funkcji tworzą-
cych

Rozpoczniemy od prostego przykładu, który pozwoli nam wyjásníc ogólną ideę
wykorzystania funkcji tworzących do wyznaczania jawnych wzorów ciągów danych
rekurencyjnie, bez koniecznósci rozstrzygania skomplikowanych problemów rachun-
kowych. Identyczny schemat zastosujemy dla rekurencji liniowych wyższych
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rzędów (twierdzenie 3) oraz rekurencji nieliniowych z pełną historią (wykład 8
).

Przykład. Rozwiązác rekurencję

an = an−1 + 1 (1)

dla n ≥ 1 z a0 = 0.
Dla każdego n ≥ 1 pomnóżmy obie strony wzoru (1) przez zn. Otrzymujemy
wówczas ciąg równósci

anz
n = an−1zn + zn,

który wysumujemy po wszystkich n ≥ 1 :X
n≥1

anz
n =

X
n≥1

an−1zn +
X
n≥1

zn.

Połóżmy A(z) =
P
n≥0

anzn. Zatem

A(z) = zA(z) +
z

1− z
.

Funkcja tworząca szukanego ciągu spełnia powyższą równóśc, która pozwala
wyznaczýc A(z)

A(z) =
z

(1− z)2
.

Ponieważ z
(1−z)2 =

P
n≥1

nzn (patrz przykłady elementarnych funkcji tworzących

zamieszczone powyżej), mamy an = n dla n ≥ 0.
Twierdzenie 3. Jeżeli {an}n∈N spełnia rekurencję

an = x1an−1 + x2an−2 + ...+ xtan−t dla n ≥ t

wówczas funkcja tworząca a(z) =
P
n≥0

anz
n jest postaci

a(z) =
f(z)

g(z)
,

gdzie
g(z) = 1− x1z − x2z

2 − ...− xtz
t,

natomiast f jest wielomianem zdeterminowanym przez wartości początkowe
wyrazów ciągu a0, ..., at−1.

Dowód: Przeprowadzimy rozumowanie analogiczne do zaprezentowanego
w przykładzie, tj. pomnożymy obie strony rekurencji przez zn i zsumujemy
otrzymany ciąg równósci dla n ≥ t. Uzyskujemy wówczasX

n≥t
anz

n = x1
X
n≥t

an−1zn + x2
X
n≥t

an−2zn + ...+ xt
X
n≥t

an−tzn.
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Zauważmy, że lewa strona równósci jest różnicą funkcji a(z) oraz pewnego wielo-
mianu u0 zdeterminowanego przez warunki początkowe:X

n≥t
anz

n = a(z)− u0(z),

gdzie
u0(z) := (a0 + a1z + a2z

2 + ...+ at−1zt−1).

Dalej: pierwszy składnik po prawej stronie równósci jest równy x1za(z) odją́c
odpowiedni wielomian u1

x1
X
n≥t

an−1zn = x1za(z)− u1(z),

gdzie
u1(z) := x1z(a0 + a1z + a2z

2 + ...+ at−2zt−2).

itd. Stąd mamy

a(z)− u0(z) = (x1za(z)− u1(z)) + ...+
¡
xt−1zt−1a(z)− ut(z)

¢
+ xtz

ta(z),

gdzie współczynniki każdego z wielomianów uk zależą od warunków początkowych
zás stopień nie przekracza t− 1. Otrzymalísmy w ten sposób równanie liniowe
względem a(z). Przekształcając je mamy

a(z)
¡
1− x1z − x2z

2 − ...− xtz
t
¢
= u0(z)− u1(z)− ...− ut−1(z)

i dalej

a(z) =
f(z)

g(z)

z f daną następująco

f(z) = u0(z)− u1(z)− ...− ut−1(z).

Współczynniki w wielomianie f zależą tylko od warunków początkowych, a jego
stopień jest nie przekracza t− 1. ¥

Uwaga: Powyższa ogólna postać pozwala uzyskác alternatywne sformułowanie
zależnósci f od warunków początkowych. Zauważmy, że z relacji f(z) = a(z)g(z)
i faktu, iż stopień f jest mniejszy niż t wynika następująca równóśc

f(z) = g(z)
P
0≤n<t

anzn mod zt.

Pozwala to skrócíc proces wyznaczania współczynników wielomianu f , co daje
szybki sposób wyznaczania dokładnego rozwiązania rekurencji.
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1.3 Wykładnicze funkcje tworzące

(Osoby mniej zainteresowane matematyką mogą pominąć tę czę́śc wykładu.)
W wielu książkach póswięconych algorytmom i strukturom danych znajdziemy
rozdział lub chociaż paragraf póswięcony analizie algorytmów. Tam wprowadzane
są funkcje tworzące okréslone tak jak w definicji 1. W literaturze póswięconej
analizie algorytmów (np. R. Sedgewick & P. Flajolet, "An Introduction to the
Analysis of Algorithms") autorzy funkcję daną definicją 1 nazywają zwycza-
jną funkcją tworzącą w odróżneniu od wykładniczych funkcji tworzą-
cych, których współczynniki zawierają charakterystyczny element 1

n! (wspom-
inalísmy o min wczésniej, przy dyskusji dotyczącej zbieżnósci szeregów opisu-
jących funkcję). Oczywíscie w każdym z tych przypadków możemy pominą́c
przymiotniki okréslające rodzaj funkcji tworzącej i posługiwác się twierdzeniem
2 dokonując jakichkolwiek operacji na tych funkcjach. Dlaczego więc kolejna
definicja i porcja wzorów? Odpowiéz jest następująca: warto miéc gotowe
schematy postępowania jésli okaże się, że ze względu na brak zbieżnósci sz-

eregu
∞P
k=0

akz
k nie możemy dokonywać pewnych przekształceń, a badając szereg

∞P
k=0

ak
k! z

k dostajemy informacje o ciągu
©
an
n!

ª
n∈N nie zás o {an}n∈N , którym

jestésmy zainteresowani. Oczywíscie można te informacje wydobýc poprzez do-
datkowe rachunki. Wobec tego jésli komús one nie przeszkadzają może spoko-
jnie pominą́c ten rozdział. Tym, którzy lubią miéc "pod ręką" gotowe wzory i
schematy działania proponujemy zapoznanie się z tą czę́scią wykładu.

Definicja 4. Niech dany będzie ciąg liczb a0, a1, ..., an,.... Funkcję

A(z) =
∞X
k=0

ak
zk

k!

nazywamy wykładniczą funkcją tworzącą ciągu {an}.

Przykłady. Podamy teraz przykłady elementarnych wykładniczych funkcji
tworzących
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Ciag {an}n∈N Wykładnicza funkcja tworząca
∞P
k=0

ak
n! z

k

1, 1, ..., 1, ... ez =
P
n≥0

zn

n!

0, 1, 2, 3, 4, ..., n, ... zez =
P
n≥1

zn

(n−1)!

0, 0, 1, 3, 6, 10, ...,
³n
2
´
, ... 1

2z
2ez = 1

2

P
n≥2

zn

(n−2)!

0, ..., 0, 1,M + 1, ...,

µ
n

M

¶
, ... 1

M!z
Mez = 1

M!

P
n≥M

zn

(n−M)!

1, 0, 1, 0, ..., 1, 0, ... 1
2(e

z + e−z) =
P
n≥0

1+(−1)n
2

zn

n!

1, c, c2, ..., cN , ... ecz =
P
n≥0

cnzn

n!

0, 1, 12 , ...,
1

n+1 , ...
ez−1
z =

P
n≥0

zN

(n+1)!

1, 2, 6, 24, ..., n!, ... 1
1−z =

P
n≥0

n!zN

n!

Twierdzenie 5. Niech dane będą dwa ciągi {an}n∈N oraz {bn}n∈N i odpowiada-
jące im funkcje A(z) =

P
n≥0

an
zn

n! oraz B(z) =
P
n≥0

bn
zn

n! . Następujące oper-

acje generują wykładnicze funkcje tworzące reprezentujące poniższe ciągi

1. sumowanie:
A(z) +B(z) =

X
n≥0
(an + bn) z

n

jest funkcją tworzącą dla ciągu

a0 + b0, a1 + b1, ..., an + bn, ...

2. przesunięcie w prawo (całkowanie):

zZ
0

A(t)dt =
X
n≥1

an−1
zn

n!

jest funkcją tworzącą dla ciągu

0, a0, a1, ..., an−1, ...

3. przesunięcie w lewo (różniczkowanie):

A0(z) =
X
n≥0

an+1
zn

n!

jest funkcją tworzącą ciągu

a1, a2, ..., an+1, ...
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4. mnożenie przez indeks:

zA(z) =
X
n≥1

nan−1
zn

n!

jest funkcją tworzącą ciągu

0, a0, 2a1, ..., nan−1, ...

5. dzielenie przez indeks:

A(z)− a0
z

=
X
n≥1

an+1
n+ 1

zn

n!

jest funkcją tworzącą ciągu

a1,
a2
2
, ...,

an+1
(n+ 1)

, ...

6. różnica:
A0 (z)−A(z) =

X
n≥0
(an+1 − an)

zn

n!

jest funkcją tworzącą ciągu

a1 − a0, ..., an+1 − an, ...

7. splot (mnożenie):

A(z)B(z) =
X
n≥0

 X
0≤k≤n

µ
n

k

¶
akbn−k

 zn

n!

jest funkcją tworzącą ciągu

a0b0, a1b0 + a0b1, ...,
X
0≤k≤n

µ
n

k

¶
akbn−k, ...

8. sumy czę́sciowe:

ezA(z) =
X
n≥0

 X
0≤k≤n

µ
n

k

¶
ak

 zn

n!

jest funkcją tworzącą ciągu

a0, a0 + a1, ...,
X
0≤k≤n

µ
n

k

¶
ak, ...

Dowód własnósci 7. Korzystając z odpowiedniej własnósci dla zwycza-
jnych funkcji tworzących (twierdzenie 2 p.8) mamy

A(z)B(z) =
X
n≥0

 X
0≤k≤n

ak
k!

bn−k
(n− k)!

 zn =
X
n≥0

 X
0≤k≤n

µ
n

k

¶
akbn−k

 zn

n!
.

¥
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1.4 Liczby i wielomiany Bernoulli’ego

Definicja 6. Liczby Bi, i ∈ N, mające tę własnósć, że ciąg
©
Bi
i!

ª
i∈N generuje

funkcję tworzącą z/(ez − 1) nazywamy liczbami Bernoulli’ego.

(We wspomnianej wczésniej książce "An Introduction to the Analysis of
Algorithms" Bi definiowane są jako wyrazy ciągu generującego wykładniczą
funkcję tworzącą, ponieważ jednak niektóre osoby mogły pominąć poprzedni
rozdział, w tej szę́sci będziemy posługiwác się informacjami zawartymi w rozdziale
1.)
Aby wyznaczýc liczby Bernoulli’ego skorzystamy z rozwinięcia

ez =
∞X
i=0

zi

i!

i następującej równósci

z =

µ
B0 +B1z +

B2
2!

z2 +
B3
3!

z3 +
B4
4!

z4 +
B5
5!

z5 + ...

¶

·
µ
z +

1

2!
z2 +

1

3!
z3 +

1

4!
z4 +

1

5!
z5 + ...

¶
.

Przez porównanie współczynników otrzymujemy:

B0 = 1, B1 = −1
2
, B2 =

1

6
....

Jak pokażemy w następnym wykładzie w wielu zastosowaniach można się zad-
owolíc kilkoma pierwszymi liczbami Bi.

Definicja 7. Wielomiany postaci

Bm(x) =
mX
k=0

µ
m

k

¶
Bkx

m−k

nazywamy wielomianami Bernoulli’ego.

Stwierdzenie 8. Ciąg {Bm(x)/m!}m∈N generuje następującą funkcję tworzącą

∞X
k=0

Bk(x)
zm

m!
=

z

ez − 1e
xz.

Dowód: Istotnie, korzystając z twierdzenia 2 (punkt 8.) lub z twierdzenia
5 (punkt 7.), otrzymujemy

∞X
k=0

Bk(x)
zm

m!
=
∞X

m=0

"
mX
k=0

µ
m

k

¶
Bkx

m−k
#
zm

m!
= A(z)B(z)
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dla

A(z) =
∞X

m=0

Bm
zm

m!
=

z

ez − 1
oraz

B(z) =
∞X

m=0

xm
zm

m!
= exz.

Stąd uzyskujemy żądaną równóśc.

Stwierdzenie 9. Z definicji liczb i wielomianów Bernoulli’ego wynikają następu-
jące fakty

1. Dla każdego m > 1

B0m(x) = mBm−1(x).

2. Dla wszystkich nieparzystych liczb naturalnych m ≥ 3 : Bm = 0.

3. Dla każdego m > 1 :

Bm(0) = Bm(1) = Bm.

Dowód: Dowód pozostawiamy Czytelnikowi - Zadanie 5. ¥

12


